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Instrucoes Gerais

Leia atentamente antes de comecar a prova

® Escreva o seu cédigo de estudante no topo de cada pagina.

® Resolva cada problema em uma folha individual. Se utilizar mais de uma pégina para o mesmo
problema, escreva claramente o nimero do problema em cada pagina e enumere as folhas em ordem
consecutiva.

Exemplo: se o Problema 1 ocupar trés paginas, indique em cada folha: Problema 1 (1/3), Pro-
blema 1 (2/3) e Problema 1 (3/3).

® Apresente o procedimento completo, claro e organizado em cada solucao.
® A virgula (,) deve ser utilizada como separador decimal.

® (aso deseje invalidar uma parte da solucao, indique explicitamente que ela nao deve ser considerada
para a corregao (por exemplo, com um grande ”X”ou riscando a se¢do correspondente).

® Faca um retangulo ao redor da resposta final de cada item dos problemas.
® Levante a mao para solicitar folhas adicionais ou pedir permissao para ir ao banheiro.

® Ao final da prova, verifique se todas as instrugoes anteriores foram cumpridas e entregue suas folhas
na ordem correspondente aos problemas.

Boa sorte!
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Q1. Disco de gas em Estrelas Be (20 pontos)

Estrelas do tipo Be sao estrelas de classe espectral B caracterizadas pela presenca de linhas de emissao no
seu espectro devido a presencga de um um disco fino de gds ao redor da estrela, originado pela sua intensa
rotacao. Na situagao em que o sistema estd inclinado em relagao a linha de visada do observador, a rotacao
do disco introduz um pico de emissao duplo no espectro devido ao efeito Doppler: a parte do disco que se
aproxima do observador desloca o comprimento de onda da linha para o azul (blueshift), enquanto a parte
que se afasta desloca para o vermelho (redshift), conforme mostra o esquema abaixo.

emissao
k\

redshift

observador

absorg¢ao —_—

-y

. blueshift
emissao

Esquema didatico do fenéomeno de duplo pico no espectro. Na esquerda, temos uma vista superior do sistema
para um disco edge-on (inclinagdo i = 90°), com as regides emissoras responsaveis pelo redshift e blueshift
que geram o pico duplo no espectro, que esta esbogado a direita. As setas curvas indicam o sentido de rotacao
do gés. A regido entre a estrela e o observador é de absorg¢ao, causando o minimo central no espectro.

Nesta questao, analisaremos o espectro de uma estrela Be ao redor da linha de Balmer Ha para estimar
a velocidade de rotacdo do disco e o raio caracteristico da regido emissora. A tabela abaixo contém dados
espectrais da estrela 88 Her, em termos do fluxo formalizado F'/F, e comprimento de onda A (em nm).

A(nm)  F/F. | A (nm) F/F,
65540 1,03 | 655,50 1,10
655,60 1,17 | 655,69 1,28
655,77 1,47 | 655,86 1,71
655,93 1,82 | 656,01 1,66
656,07 1,39 | 656,13 1,09
656,18 0,84 | 656,23 0,67
656,28 0,57 | 656,33 0,66
656,37 0,82 | 656,42 1,09
656,48 1,40 | 656,54 1,68
656,61 1,77 | 656,68 1,69
656,75 1,48 | 656,84 1,28
656,92 1,17 | 657,01 1,10
657,10 1,04

Considere que o gas do disco encontra-se em 6rbita circular kepleriana ao redor da estrela, e também que
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as velocidades do problema s&ao muito menores que a velocidade da luz de forma a desconsiderar efeitos
relativisticos. Faca o que se pede. Dados: Inclinacao do disco: i = 76°. M, = 4,45 M.

(a) (4 pontos) Mostre que, devido ao efeito Doppler, a diferenga de comprimento de onda observado dos
picos (AN = Avermelho — Aazul) Se relaciona com a velocidade de rotagao do gés (vrot) € a inclinagao (i)
do sistema em relacao a linha de visada por

2 Uyt SIN 1
AN ~ T2 ),
c

em que Ay é o comprimento de onda de repouso da linha.

(b) (9 pontos) Represente os dados espectrais da estrela em um gréfico, plotando F/F. em funcdo do
comprimento de onda A.

(¢) (4 pontos) Com o auxilio do seu grifico, estime vyo, em km/s, explicando claramente seu método.
Dado: Inclinagao do disco: 7 = 76°. Massa da estrela: M, = 4,45 M

(d) (3 pontos) Estime o raio (distancia ao centro da estrela) caracteristico da regido emissora do disco
(rem) em km. Dado: Massa da estrela: M, = 4,45 Mq.

Solucgao:

(a) Para velocidades « ¢, o Doppler néo relativistico nos dé

A)\NUT

X

No anel emissor, os pontos de maior médulo de velocidade radial tém v, = tv,0¢ siné (projecao da
velocidade tangencial na linha de visada). Assim,

Urot SIN ¢ Vrot SIN 7
)\azul = /\0 (1 - Ot) ) )\vermelho = )\0 (1 + Otc> .

Cc

Logo, a separagao entre os picos é

Urot SiN ¢

AN = )\vcrmclho - >\azu1 = 2)\07 = AN
C

2 Vpot SIN T
~

Ao

c

aixo, temos o grafico obtido a partir dos pontos, assim como as retas verticais representando as
b) Abaixo, t ifico obtid tir d t i t tica tand
posicoes de cada A:
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‘—0—88 Her: Ha } .

AN
1.4

1.2

F/F.

0.8 |

0.6 [ \ \ \ \ \ \ | \ \ L
655.2 655.4 655.6 655.8 656 656.2 656.4 656.6 656.8 657 657.2
A (nm)

(¢) Pelos méximos do perfil (linhas tracejadas vermelha no grafico): Ay,u & 655,93 nm, Avermelho &
656,61 nm. Portanto,

‘ Al ~ )\vermelho — /\azul ] O, 68 nm ‘

Note que também é possivel medir A\ diretamente do gréfico.
Agora, da expressao do item (a),

c A

Urot = .-
2\ sini

Usando ¢ = 2,998 x 10° kms™!, \g = 656,3 nm, A\ = 0,68 nm e i = 76°,

2,998 x 10° 0,68
2 x 656,3 sin76°

Vrot ~ 11,60 x 102 kms™! |

GM, GM,
= Tem = 2
em rot

(d) Assumindo rotagio kepleriana, vZ, = . Com GMg = 1,327 x 10" km3s™2 e

M, = 4,45 Mg,

4,45 x (1,327 x 1011)
(1,60 x 102)2

~| 2,31 % 107 k|

~
Tem ~
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Grade de Corregao (20 pontos)

(a) 41 p escrever relagao de Doppler nao relativistico f\‘—g‘ ~ o
+1 p expressao da velocidade radial projetada v, = + v, sin.
+1 P express;]o para )\azul € A'Uer'm,elho-

+1 p efetuar a diferencga e obter expressao final para A\.

(b) +5 p pontos plotados corretamente. 0,2 para cada ponto.
+1 p eixo y nomeado e com escala uniforme no dominio do conjunto de dados.
+1 p eixo x nomeado e com escala uniforme no dominio do conjunto de dados.
+1,5 p retas verticais representando cada valor de A requerido. 0,5 para cada reta.

+0,5 p grafico com titulo.

(¢) 42 p valor numérico de AX = 0,68 nm obtido a partir do gréfico ou da tabela.
+1 p expressdo para v, isolando a expressdo dada no item (a).
+1 p valor numérico final correto v,o: = 1,60 x 10%> kms!.

(d) +2 p assumir rotagao kepleriana e escrever velocidade de rotagio em funcdo da massa, raio
e constante gravitacional.

+1 p valor numérico final correto re,, = 2,31 x 107 km.

Q2. Exoplaneta em transito e escurecimento de borda (20 pontos)

A estrela HD 209458 foi uma das primeiras em que a presenca de um planeta foi detectada pelo método
fotométrico de transito, no qual o fluxo luminoso da estrela hospedeira diminui quando o planeta passa em
sua frente.

O fenomeno pode ser representado, de forma simplificada, pelas figuras a seguir:

Estrely

Linha de Visada b-R
DO
Planeta Ingresso Externo Egresso Externo
Vista lateral do sistema, Vista frontal do sistema

Vistas esquematicas do sistema estrela—planeta durante o transito

Na notagao utilizada, r é o raio do planeta, R é o raio da estrela, a é o semieixo maior da érbita do planeta,
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i é o angulo de inclinagao orbital e b o parametro de impacto. O parametro de impacto é definido como a
distancia minima, em unidades de raio estelar, entre o centro do disco estelar e a trajetoria projetada do

centro do planeta durante o transito. Suponha que a 6rbita do planeta seja circular.
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A partir dos diagramas, faca o que se pede nos seguintes itens:
(a) (1,5 pontos) Escreva uma expressao para b como fungéo do semieixo maior da orbita a, da inclinagao

i da mesma e do raio R da estrela.

(b) (5 pontos) Deduza uma expressao para o tempo total de transito do planeta, isto é, o intervalo entre
o instante em que o planeta toca a borda do disco estelar (ingresso externo) e o instante em que sai
completamente do disco (egresso externo) - como representado pela vista frontal do sistema. Escreva
sua resposta em funcao do raio da estrela R, do raio do planeta r, do semieixo maior orbital a, do
parametro de impacto b, da massa M da estrela e da constante gravitacional universal G.

Observagoes dessa estrela resultaram na curva de luz mostrada na figura a seguir. No grafico, o eixo vertical
representa o fluxo luminoso normalizado da estrela, enquanto o eixo horizontal mostra o tempo (em dias)

em relagao ao centro do transito.

1.000 [ommaipnsomirre—
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time from center of transit (days)

Curva de luz normalizada do transito planetario em HD 209458

Nota-se que, mesmo quando o planeta jé estd inteiramente dentro do disco estelar, o fluxo observado nao se
mantém constante. Isso ocorre devido ao escurecimento de borda (limb darkening), fenémeno em que a

intensidade do brilho diminui da regiao central para as bordas do disco estelar.

Na aproximacao linear, a intensidade especifica da estrela pode ser escrita como:
I(p) = IW[1-u@-p)],

onde:
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e I(u) é a intensidade em uma diregao definida por p = cosf, sendo 6 o angulo entre a normal local &
superficie estelar e a linha de visada;

e (1) é a intensidade no centro do disco estelar (pu = 1);
e u é o coeficiente de escurecimento de bordo, que mede a rapidez com que a intensidade diminui em

direcao ao limbo.

A intensidade média do disco estelar, considerando essa lei, é dada por:

(I = I1(1) (1 - g)

Para a estrela HD 209458, tem-se u = 0,84 e raio R = 1,20 Ry. Ainda, o pardmetro de impacto do planeta
que a transita é dado por b = 0, 59.

(¢) (8,5 pontos) Usando a profundidade maxima do transito na curva de luz e levando em conta o
escurecimento de borda, calcule o raio r do planeta em unidades de raio terrestre. Use que o raio do
planeta é consideravelmente menor que o raio da estrela e que, durante o transito, a totalidade do disco
planetario entra no disco estelar.

Agora, utilizando os pardmetros e expressoes obtidos nos itens anteriores (caso nao tenha conseguido encon-
trar o raio do planeta, utilize r/R = 0, 1), bem como a massa da estrela M = 1,15 Mg, determine:

(d) (1 ponto) O tempo total do transito planetdrio (em horas), do ingresso externo ao egresso externo
(vista frontal).
(e) (3 pontos) O periodo orbital P do planeta (em dias) e o semieixo maior a de sua drbita (em UA).

(f) (1 ponto) A inclinagao orbital ¢ do planeta em graus.

Solugao:

(a) Para uma orbita circular, a distancia projetada entre os centros no meio do transito é dado por
a - cos i. Como b é dado em unidades de raio estelar, temos

bR = acosi
acost
b =
R

(b) Primeiramente, fazemos a representacao frontal do sistema como abaixo:
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Estrela

................................

............................

Ingresso Externo Egresso Externo

Representacao frontal do sistema

O comprimento da corda interceptada pelo planeta é

2
L =2J/(R+r)?2 -0 R® = 2R (1+%) 2,

Temos que a velocidade orbital do planeta é dada por v = A/GM /a (6rbita circular). Assim,

r=5 = )

(¢) Na aproximacao de planeta pequeno, a profundidade normalizada é o fluxo bloqueado sobre o fluxo
total do disco. Temos que o fluxo normalizado no momento de minimo de transito é dado por

chtrcla - Ftransito
AF =

Festrela
AF =1_— Ftransito
Festrela

Onde Figirela € 0 fluxo total da estrela sem transito e Firansito € 0 fluxo no momento de transito.
Podemos calcular o fluxo total da estrela sem transito usando o valor médio da intensidade do
disco {I) usando F' = I - A. Desse modo :

Festrela = <I> A= <I> 'ﬂ-R2
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Por sua vez o fluxo de transito Firansito ¢ dado pelo fluxo total da estrela menos a parte que é
ocultada pelo planeta. Como consideramos o disco planetdrio muito menor que o disco estelar,
podemos dizer que o fluxo ocultado pelo planeta é dado por Fplaneta = I(11) - 772, onde I(p) é a
intensidade do disco estelar na posigdo em que o planeta se situa. Sendo assim

Ftransito = Lestrela — Fplaneta = <I> . ﬂ—R2 - I(/J’) : WT2

Substituindo na expressao para AF as expressoes para Fegirela € Firansito € considerando k = r/R,
podemos escrever:
AF ~ 7T’I"2I(,LL) _ l{?2 I(’U,) \
TR (I) Iy

A imagem abaixo nos mostra a configuracao e a dependéncia de p com o parametro b:

Estrela
Linha de visada

Linha de visada

90 — 1
Planeta

Reta normal & estrela

Representacao esquemaética lateral do sistema

com i = cosf = +/1 — p? e p =bno meio do transito. Para limb darkening linear,

) = I —u(l=p], D=1 (1-3).

Logo,
AF = k2 m

— V102,
1—u/3 a

Inserindo v = 0,84 e b = 0,59:
1—u(l—p) _1-084 (1-0,8074)

= /10,592 = 0,8074 ~ ~ 1,1642.
a : R R 1-0,84/3 ’
Assim, a partir do grafico, obtemos AF = 0,0163
AF 1
2 _ 00163 a0 =~ k=T —01183.

T 1,1642  1,1642 R
Como R =1,20Rg e 1 R = 109,076 Rg,

r = kR =0,1183 x 1,20 x 109,076 R, = 15,5 Rgy .

r~ 15,5 R
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(d) De acordo com o gréfico de curva de luz, temos | T = 3,05 h

(e) A equagdo de T(a) acima (segao b) com o valor observado T(°**) = 3,05h e os parametros conhe-
cidos (R, M,b,r) permite resolver a (numericamente):

T>GM
a= 2
AR?[(1+ %) — 7]

a ~ 0,049 UA |.
Alternativamente, utilizando r/R = 0, 1, obtemos | a = 0,051 UA |

Com este a, pela 32 lei de Kepler,

[ a3 -
P = 2m i = | P~ 3,67dias |.

Alternativamente, utilizando /R = 0,1, obtemos | P = 3,94 dias |.

(f) De b = (acosi)/R,

Com b=0,59, R=1,20R5 e a = 0,049 UA,

s

Alternativamente, utilizando r/R = 0, 1, obtemos | i ~ 86,30° |.

10
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Grade de Corregao (20 pontos)

(a) +1 p Expressao para distancia projetada entre os centros a - cosi
40,5 p Converter distancia projetada para unidades de raio estelar, de modo que b =
a-cosi/R

(b) +2,5 p Teorema de Pitdgoras para encontrar o comprimento total da corda da trajetéria
de passagem do planeta
+1 p Expressao correta para velocidade do planeta na érbita v = A/GM /a
+1 p Relacao T = L /v para tempo total de transito
+0,5 p Resposta final correta

(¢) 4+1 p Expressao correta para AF em func¢éo de Festreia © Firansito
+1 p Encontrar F,gpe1q = (I)mR?
+1,5 p Encontrar Fyransito = Iy - mR% — I(u) - 72
+1 p Expressao correta para AF = k? I<(I“>)
+0,5 p Valor de AF obtido através do grafico. Intervalo aceitavel: 0,0155 — 0,0170

40,5 p Figura representando o dngulo 6 necessdrio para o célculo de I(u)

+1 p Perceber que ao momento de minimo de transito p = cos € = /1 — b2
+0,5 p Valor correto encontrado para p ~ 0,8074
+0,5 p Substituicio dos pardmetros dados e de p na expressdo para AF e valor final
correto para r = 15, 5Rg. Intervalo aceitavel: 15, 1Rg — 15,8 Rg.
(d) +1 p A partir do grifico, capturar Ty ansito = 3,05 h. Intervalo aceitdvel: 2,95h — 3,15 h

(e) +1,5 p Usar expressao obtida obtida no item b) to tempo de transito T para obter a

+0,25 p Valor numérico correto para a = 0,049 UA. Intervalo aceitavel: 0,045 UA —
0,052 UA. Com r/R = 0,1, temos a = 0,048 UA — 0,055 UA

+1 p Usar Terceira Lei de Kepler para relacionar semi-eixo maior a com periodo P
+0,25 p Valor correto do periodo P = 3,67 dias. Intervalo aceitavel: 3,30 dias — 4, 10 dias.
Com r/R = 0,1, temos P = 3,56 dias — 4, 34 dias

(f) 40,75 p Usar expressao do item a) para encontrar expressao para inclinagao 4 em funcao
dos parametros ja encontrados ou dados

+0,25 p Valor numérico correto para inclinagao 7 = 86, 13°. Intervalo aceitavel: 85,90° —
86,40°. Com r/R = 0,1, temos ¢ = 86,05° — 86, 54°.

Q3. Satélite do VLS (20 pontos)

O VLS (Veiculo Lancador de Satélites) é um programa de foguetes brasileiro desenvolvido com o objetivo de
lancar satélites na érbita da Terra. O VLS pretende por um satélite de massa m = 2000 kg em uma érbita
terrestre baixa (LEO, do inglés Low Earth Orbit), circular, com altitude h = 400 km. Satélites nesse tipo
de érbita estao sujeitos a um arrasto devido & atmosfera residual, que se torna mais intenso em periodos de
atividade solar intensa, devido ao aumento da densidade atmosférica nessa faixa de altitudes.

A forga de arrasto sentida pelo satélite devido & atmosfera sempre possui sentido oposto ao seu vetor velo-

11
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cidade. Saiba que o médulo dessa forga de arrasto D pode ser calculado por:

D=%~p~vQ~CD~A

Onde:

p — Densidade da atmosfera.
v — Médulo da velocidade orbital do satélite.

Ch
A

(a)

— Coeficiente de arrasto da atmosfera (adimensional).
Area de referéncia do satélite.

(3 pontos) Considerando que o satélite seja colocado em drbita em um perfodo de atividade solar
intensa, tal que a densidade da atmosfera na altitude da érbita seja p = 5,00 x 1071 kg/m3, calcule
a intensidade da forga de arrasto D sofrida pelo satélite, em newtons (N). Dados: Cp = 2,07 e
A =1,00 m2.

(8 pontos) Esse arrasto faz com que o satélite perca energia durante sua 6rbita, resultando em uma
perda de altitude. E dado que, para uma pequena variacado Ar no seu raio orbital r, a variacao
correspondente na energia total do satélite é

AR~ & Mo -m
2r2

Ar
Sendo Mg, a massa da Terra. Com isso calcule, em m/s, a velocidade com que o satélite se aproxima

da Terra (isto é, a taxa de variagao instantanea do seu raio orbital, %) quando ele esta a uma altitude
de h = 400 km.

(2 pontos) Assumindo que a taxa de descida do satélite obtida no item anterior é constante, qual a
nova altitude hgy do satélite apos 90 dias em érbita? Caso vocé nao tenha resolvido o item anterior,
considere que £2 = —1 x 1073 m/s.

(7 pontos) Para recolocar o satélite na érbita circular original de altitude h = 400 km, emprega-
se uma orbita eliptica de transferéncia (conhecida como 6rbita de transferéncia de Hohmann). Essa
6rbita eliptica tem perigeu no raio da érbita inicial (rog = Rg + hgg) € apogeu no raio da érbita final
(r = Rg + h). A manobra requere que o satélite receba um impulso Av; no perigeu, para insergao na
Orbita de transferéncia, e um impulso Avy no apogeu, para inser¢do na Orbita circular final. Qual o
impulso Avietal = |Av1| + |Ave| em m/s necessdrio para essa manobra?

Solugao:

(a) Uma vez que o satélite orbita a Terra a uma altura h = 400 km, sua velocidade orbital é dada por

oo |G Mo
\Rg+h

Usando a equagao fornecida para a forca de arrasto D:

D_l.p.(G'M@

— 2P . A=|D~3,04x103N
. et ) Cp :>\ 3,04 x 10

12
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(b) A variagdo da energia do satélite é igual ao trabalho feito pela forca de arrasto. Apds o satélite
percorrer uma distancia Az ao longo de sua érbita, a variagao de energia, e portanto sua taxa de
variagao temporal sera:

Adicionalmente, pela expressao fornecida, temos:

AEG'M@"{TL'(AT) DA.%‘ G-M®-m'<Ar>

e 2Ty o _p2t o 2r
At 272 At At 272 At
Mas, % é a velocidade orbital do satélite v = % = G'ITV[@. Logo:

D G-Mgy G-Mg-m (Ar)

r 2r2 At

E finalmente:

Ar  —2D r3

Ei m GM@

Uma vez que r = Rg + h e m = 2000 kg, temos:

A
KZ ~ —2,69 x 1073 m/s
(c) Apés 90 dias com uma taxa de descida constante de &% ~ —2,69 x 107% m/s, teremos:
Ar -3 4
Ah = KtoAtz (—2,69 x 107° m/s) x (90 x 24 x 60 x 60 s) ~ —2,09 x 10* m = —20,9 km

Com isso, a nova altitude apds 90 dias sera:

hgo = 400 km — 20,9 km = \ hoo = 379, 1 km\

Alternativamente: caso use % = —1x 1073 m/s, a nova altitude serd:

| hoo = 392, 2 km|

(d) As érbitas circulares inicial e final terdao velocidades vgg € v, respectivamente, dadas por:

G- Mg G- Mg
Voo = , U=
790 r
OndeT90=R®+h90 er=R@+h.
A ¢érbita eliptica de transferéncia terd semi-eixo maior a e velocidades Ve perigew € Ve,apogeu:
Tog + T
2
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2 1 2 1
Ve, perigeu = \/G Mg <7490 - a): Ve, apogeu = \/G - Mg <T - a>

Com isso, os impulsos Av; e Avg séo:

G- Mg 27
Avy =wv igeu — Voo = -1
1 e, perigeu 90 \/ T90 (\/7"90 T )

G - M, 27
Avy = — Ve, apogeu = © (1 - 20 >

Uma vez que h = 400 km e hgg = 379, 1 km:

‘A'Utotal = |Avy| + |Avg| ~ 11,87 m/s‘

Alternativamente: usando ﬁ—; = —1x 1073 m/s = hgy = 392, 2 km:

Aviopar ~ 4,41 Hl/S ‘

14
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Grade de Corregao (20 pontos)

(a) 4+ 2p indicar corretamente a velocidade orbital para altitude de 400 km: v = 4/ (g#]\fh%.

+ 1p encontrar D ~ 3.04 x 1072 N com unidades.

(b) + 2,5p indicar que a variagao de energia devido ao arrasto é AE = —D - Ax.

AE _ G-Mgm . (AT)'

+ 1p Indicar que : F7 = =53 Ar

-1
Ar _ AE [ G-Mgm
+ 0,5p encontrar Ty = 37 ( ) .

272
+ 0,5p substituir % = JLAI.
+ 1,5p indicar que % =0 = G'fff@.
+ 1,5p expressao final correta: % = % G_T;[@.
+ 0,5p encontrar 3% ~ —2.69 - 1073 m/s com unidades.
(¢) + 1,5p expressao correta para variagdo de altitude: Ah = % - At.

+ 0,5p encontrar hgg = h — Ah.

G-Mg
T90

(d) + 0,5p indicar vgg =

G-Mg
-

+ 0,5p indicar v =

roo+T

+ 1p indicar o semieixo maior da érbita de transferéncia: a = >

+ 1p indicar ve, perigen = \/G - Mg (% — %)

. . 2 1
+ 1p indicar Ve, gpogen, = A/ G - Mg (; — 5).
+ 2p indicar as expressoes corretas para Avy e Awvs.

+ 1p somar os médulos dos dois impulsos e encontrar Avsoe; com unidades.

Q4. Marés (20 pontos)

A forga de maré para um ponto na superficie de um corpo pode ser definida como a diferenca entre a forca
gravitacional aplicada ao centro do corpo e a forga gravitacional aplicada ao ponto em questdo. Matemati-
camente, a expressao abaixo define a forca de maré:

Fuv =Fs—Fc
F'5; corresponde a forga de maré, Fg é a forca aplicada no ponto na superficie e F¢ é a forca aplicada no

centro do corpo.

No caso da Terra, a Lua é o principal corpo responsavel pelas forcas de maré. Um fato amplamente conhecido
é que as forgas de maré tém uma influéncia significativa nas ondas do mar. Essa questao explora a fisica e
a geometria por tras desse efeito.

15
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As respostas de todos os itens devem ser escritas em func¢ao da massa da Lua (M), da distancia entre os
centros da Terra e da Lua (d), do raio da Terra (R), da constante gravitacional universal (G) e de possiveis
parametros adicionais mencionados em cada item.

Para todos os itens dessa questao, utilize um sistema de coordenadas com a origem no centro da Terra, o
eixo x apontando para a Lua e o eixo z apontando para o Polo Norte.

(a) (3 pontos) Prove que a aceleracao de maré para um observador no Equador com a Lua no seu zénite
pode ser aproximada pelo seguinte vetor:
2GMR
< ’ 07 0>
43

A aproximagdo (1 + x)™ ~ 1 + zn para |zn| < 1 pode ser titil.

(b) (3 pontos) Considere um observador em uma cidade litoranea com latitude ¢. Determine as coordena-
das cartesianas do observador em um hordrio civil ¢t. Considere que para esse observador a Lua cruzou
o meridiano local & meia-noite nesse dia e que a declinagao da Lua é nula. A imagem abaixo ilustra a
geometria da situagao.

Zy

Terra

Observador

Lua

Para simplificar as contas, considere que as coordenadas equatoriais da Lua s@o aproximadamente
constantes ao longo do dia e ignore a diferenca entre o dia solar médio, o dia sideral e o dia lunar. Com
essas aproximagoes, o horario civil ¢ pode ser simplesmente convertido para uma escala de 0° a 360° e
tratado como um angulo.

(¢) (1 ponto) Determine uma expressao para a distancia entre o centro da Lua e o observador (d.o) no
horério civil ¢.

As respostas de todos os itens a seguir podem ser escritas em funcao de dpo, além das varidveis j4 citadas.

(d) (3 pontos) Determine o vetor unitdrio que aponta para o centro da Lua partindo da posigdo do
observador no horario civil .

(e) (5 pontos) Determine o vetor da aceleracao de maré que age sobre o observador no horério civil ¢.

16
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(f) (5 pontos) Considere os seguintes hordrios civis: t1 = 0 h, ¢ = 6 h, t3 = 12 h e t4 = 18 h. Para
um observador no Equador, quais desses horarios correspondem a marés altas e quais correspondem a
marés baixas? Justifique a sua resposta com base na equagao obtida no item anterior.

Solugao:

(a) A aceleragdo em um ponto na superficie da Terra é ag = 3 dcizg)z. A aceleragao no centro da Terra

éa. = %—QM, logo, a aceleracao de maré é: ap; = as — ac

GM  GM  GM GM
MTTR T W@-R?Z 4  d-2dR+ R?
Como d >> R:
GM  GM  GM 1
apr = — = —
2  @2-2R & _ IR

GM 2R\
:cﬁll_<1_d)

Temos que % << 1, entao, podemos usar a aproximacao (1 +x)~! =1 — a:

an = a2 d

Logo:
_ GM 2R
=Ry
2GMR
apnr = 76[3

Note que nesse caso, o observador, o centro da Terra e o centro da Lua estdao no eixo z, entao o
Gnico componente da aceleragao de maré esta nesse eixo. O observador estd mais perto da Lua,
entao a aceleragao de maré é maior na posicao do observador do que no centro da Terra. Isso
resulta em um valor positivo para a aceleragao de maré no eixo x. Portanto:

2GMR
5']\/I = <d370a0>

(b) Utilizando trigonometria para decompor o vetor entre o centro do sistema de coordenadas e o
observador:

| O = (Rcos(9) cos(t), R cos(¢) sen(t), Rsen(s)) |

(¢) A Lua estd no seguinte ponto:

L = (d,0,0)

A distancia entre L e O é a seguinte:

dro = v/[Rcos(¢) cos(t) — d]? + [Rcos(¢) sen(t)]? + [Rsen(p)]?

17
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(d)

(e)

Note que a expressao a seguir é equivalente e pode ser obtida por meio da lei dos cossenos:

dro = /d? + R2 — 2Rd cos(¢) cos(t)

O vetor unitario na dire¢ao da aceleracao gravitacional sobre o observador é o seguinte:

- <d — Rcos(¢) cos(t) Rcos(¢)sen(t) Rsen(¢)>

dro ’ dro ’ dro

O médulo da aceleragao gravitacional no observador é o seguinte:

GM

aop =
dio

Dessa forma, o vetor da aceleragdo gravitacional é o produto do médulo ap pelo vetor unitario :

ap = )

. GM /d— Rcos(¢)cos(t) Rcos(¢)sen(t) Rsen(¢) >

d%O dro dro ’ dro

A aceleracao de maré corresponde a diferenca entre a aceleracdo gravitacional na superficie e a

aceleragao gravitacional no centro da Terra. Portanto:

ay = aop —ac

No sistema em questao, como a Lua estd no eixo x, a aceleragao gravitacional causada pela Lua
no centro da Terra é a seguinte:

- GM 0.0

ac = d2 )

GM<d Rcos(@)cos(t) 1 Rcos(¢)sen(t) _Rsen(¢)>

3 27 3 ’ 3
dLO d dLO dLO

Para um observador no Equador, ¢ = 0°. Portanto:

. d— Rcos(t) 1  Rsen(t) >
Ay = GM< _ o et
dio ¢ dig

Caso a aceleragao de maré aponte para o zénite, as ondas serao puxadas para cima, causando uma
maré alta. Para t; = 0 h, o zénite se encontra na diregdo +x e a aceleracao de maré é a seguinte:

Ay = GM< Lo, o>
e, &

Nesse caso, d,o = d — R. Portanto:

1
aM—GM< 7O,O>
dQLO d?
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Como dpo < d a aceleragao aponta para +x, assim como o zénite, {1 = 0 h corresponde a uma
maré alta.

Para t3 = 12 h, o zénite aponta para —x. A aceleragdo de maré é a seguinte:

d+R 1
o = GM (5 - 0.0
a3, d?

Como dro = d + R:

11
Ay = GM< - ,o,o>
2z, &

Como dpo > d, a aceleragao de maré aponta para —x, assim como o zénite, entao t = 12h
corresponde a uma maré alta.

Para to = 6 h, o zénite aponta pra +y. A aceleracdo de maré é a seguinte:

d 1 R
- (L)
dio d*7 dig

Nesse caso, dro = v/d? + R?, mas o valor exato de dpo néo é necessdrio para identificar se a maré
¢é alta ou baixa.

O componente em y aponta para a direcao oposta ao zénite, puxando as ondas para baixo. O outro
componente estd no horizonte. Portanto, ¢t = 6 h corresponde a uma maré baixa. Por simetria,
esse também deve ser o caso para t4 = 18 h. Note que nesses casos o componente puxando as
ondas par baixo é muito menor que o componente no horizonte.

Dessa forma, as marés altas ocorrem em t; = 0 h e t3 = 12 h e as marés baixas ocorrem aproxi-
madamente em to = 6 h e t4 = 18 h.

Grade de Corregao (20 pontos)

(a) + 3p obter uma expressio correta para a aceleracao de maré.

(b) 4 3p obter uma expressao correta para a posi¢do do observador (1 ponto para cada
coordenada).

(¢) + 1p obter uma expressao para a distancia entre a Terra e a Lua.
(d) + 3p determinar o vetor unitério (1 ponto por componente).

(e) + 1p determinar o médulo da aceleragao gravitacional agindo sobre o observador.
+ 1p determinar o vetor da aceleracao gravitacional agindo sobre o centro da Terra.

+ 3p determinar o vetor da aceleracdo de maré (1 ponto para cada componente).

(f) + 1p simplificar a expressao corretamente para uma latiude de 0°.

+ 4p identificar corretamente cada maré alta ou baixa com uma justificativa vélida
(1 ponto para cada horério). Note que respostas corretas sem uma justificativa ma-
tematica valida nao receberao nenhum ponto.
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