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Problema 1

El perfil de intensidad radial de una galaxia, de acuerdo a Sérsic, se escribe:

log,, {I(I:)} = —b, [(:@)l/n _1] ,

donde I, es la intensidad efectiva en un radio r,, que encierra el 50 % de la luz y b, es un
pardmetro relacionado con la forma, b, = 1,999n — 0,3271, 1 < n < 10. Para el caso del disco de
galaxias espirales se describe bien cuando n = 1, mientras que en el caso del bulbo se describe
bien cuando n = 4. Encuentre la diferencia entre la magnitud absoluta y la magnitud efectiva M,
en funcién de 7 y .. Realice esto tanto para el disco como para el bulbo. Tome que la variacién
de magnitud absoluta con respecto a la magnitud del Sol es

L
M = Msun — 2,510g,, ()

Lsun

y suponga que el drea estudiada y el drea asociada a la efectiva son iguales.

Solucion Problema 1

La intensidad estd dada en términos de la luminosidad:

I=—
A

y la magnitud absoluta con respecto a la Sol:

L
M = Msun — 2,510g,, <L> .
sun

Para el caso de la galaxia y efectiva:
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L

M — Mgun = —2,5logy,

~

M, — Msun = —2,5log,

(c2)
(22)

sun

~

Restando:

L
M—-M., = -25log, L>
e

M-M, = —2,510g10<L//i>

3
M—-M, = -25 {— (1,9991 — 0,3271) [(:) W] }

M— M, = 418 [(r) - 1]
Ve
r 1/4
M—M, = 19,172 [<r> — 1] .
e

~

—~

M—-M, = -25log,

En el caso de n = 1:

y para n = 4:

Problema 2

Un grupo de jovenes quiere observar la estrella Vega en una noche clara desde una ciudad
situada a una latitud de ¢ = +40°. Sabiendo que Vega tiene una ascension recta de 18 horas y
una declinaciéon de § = +38°, determine

a) ¢Cudl serd el angulo horario de Vega a las 22:00 horas de tiempo universal (TU) si el tiempo
sideral local (TSL) en ese momento es de 16 horas?

b) ¢A qué hora cruza Vega el meridiano local?

c) La altitud de la estrella Vega en el momento de la observacion. Utilice la relacién

sina = sin ¢ sin d + cos ¢ cos 6 cos h.

Solucion Problema 2

a)

h=s—u«
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Donde F, es el dngulo horario, s es el tiempo sideral local y « es la ascension recta del objeto.

En este caso:
s = 16 horas

« = 18 horas

de donde
h = 16 horas — 18 horas = —2 horas

Como el dngulo horario se mide positivamente hacia el oeste y negativamente hacia el este,
un valor negativo indica que la estrella estd al este del meridiano local. Convertimos las
horas a grados:

h = —2 horas x 15° /hora = —30°.

Por lo tanto, el angulo horario de Vega es —30°, lo que significa que se encuentra a 30° al
este del meridiano local.

b) El cruce del meridiano local ocurre cuando el d&ngulo horario es, es decir, cuando el TSL es
igual a la ascension recta.

Dado que la Ascensién Recta de Vega es 18 horas, Vega cruza el meridiano local a las 18:00
horas TU.

¢) Al sustituir

h ~ arcsin (0,8059) =~ 53,4°.

Problema 3

La figura 1 presenta un modelo para explicar el espectro no térmico del remanente de su-
pernova RCW 86, propuesto por M. Ajello et al., 2016, Ap], 819, 98. Se muestra la distribucién
espectral de energia, que es igual al producto del cuadrado de la energia de los fotones multi-
plicado por el espectro diferencial ‘;—g, en funcién de la energia de los fotones detectados. Este
modelo es conocido como modelo “lepténico” porque supone que la radiacién es producida por
electrones relativistas que adquieren gran energia en la onda de choque del remanente. Gran par-
te de la radiaciéon detectada de este objeto, en dicho modelo, se debe a la radiacién de sincrotrén
(desde el radio hasta los rayos X) de los electrones en un campo magnético. Como se observa,
esto corresponde a la “joroba” de la izquierda en la figura. Los mismos electrones que producen
la radiacién de sincrotrén producen la “joroba” a la derecha de la distribucién espectral mostrada
(los rayos gamma de muy alta energifa), debido a la dispersién inversa de Compton de fotones de
la radiacién césmica de fondo de microondas, que ganan energia al chocar con dichos electrones.
De esta forma, por ejemplo, los electrones que producen los fotones en el punto maximo del
espectro Ez% de sincrotrén, producen también los fotones cerca del valor maximo de Ez% a
altas energfas.

Segun la teoria de interacciéon con la onda de choque, la distribucién espectral de los elec-
trones relativistas (el nimero de electrones por unidad de energia, €) estd dada por una funcién
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Figura 1: Distribucion espectral de energia de RCW 86 medida desde el radio hasta los rayos
gamma de muy alta energia (adaptada de M. Ajello et al., 2016, Ap], 819, 98.), y el modelo
“lepténico”.

potencial de la forma
Fxe™P,

hasta una energia maxima de las particulas, a partir de la cual F empieza a decaer rapidamente
(esta energia maxima podria estar definida por el hecho de que los electrones no han tenido
suficiente tiempo para alcanzar energias mayores, o porque la misma radiacién que producen
se da a una tasa mayor que aquella con la que ganan energia, o bien porque han empezado a
escapar de la fuente).

El valor tedérico de p predicho en el caso més simple (sin tomar en cuenta efectos no lineales),
es p = 2. La forma de F se ve reflejada en la distribucién espectral de los fotones producidos,
pues se puede demostrar que, tanto el espectro de sincrotrén como el de la radiacién inversa de
Compton (flujo de fotones por unidad de area, tiempo y energifa), adquieren una dependencia en
la energia de los fotones de la forma

AN r—(p+1)/2

dE ’
al menos en un rango de energias por debajo de la energia méxima (antes del maximo de la
distribucion espectral de energia).

a) A partir del espectro mostrado en la figura, estime el valor de p y compararlo con el valor
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tedrico.

b) Segtn las ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo, la energia maxima de un fotén
de sincrotrén tipico emitido por un electrén con energia € en un campo magnético B esta

dada por
€ 2 B
En ~ (1,93 keV) <1OOTeV> (10 yG) '

El valor promedio del campo magnético en la zona donde estan los electrones relativistas
es B ~ 10 uG. Usando este valor para el campo magnético, estime el valor de la energia de
los electrones que producen el flujo de energia méximo de sincrotrén en RCW 86 en TeV.

c) Segun se explicd, en el modelo lepténico los rayos gamma son producidos por interacciones
de los electrones relativistas con radiacién de cuerpo negro de Planck a una temperatura
T = 2,73K (radiacién césmica de fondo, RCF). Usando relatividad especial se puede de-
mostrar que la relacién entre la energia tipica de un fotén dispersado (Ef) y su energia
inicial antes de interactuar con un electrén (E;), ambas medidas en el marco de referencia
del observador, es

E f ~ ’)/ZEZ' ,
donde 7 es el factor de Lorentz del electron que dispersa. Suponiendo que la energia tipica
de un fotén de la RCF es kgT, y usando el resultado del inciso anterior, calcule la energia (en
TeV) a la que se da el maximo de la distribucién espectral de los rayos gamma, y comparar
el resultado con las observaciones.

Datos e informacion necesaria:
-Constante de Boltzmann: kg = 8,617 x 107° eV K}

-Masa en reposo del electrén: mc? = 0,511 MeV.

-Energia relativista de los electrones: E = - mc?.

Solucion Problema 3

a) La respuesta acd puede variar un poco porque se basa en una estimacion a partir de la
figura. Del espectro se observa que, antes del decaimiento de la distribucién espectral,

dN
27 =
log <E dE> s log(E) + b,
por lo que la pendiente de la recta se puede obtener con dos pares de valores, por ejemplo
(Ev,11) ~ (1071,2x 1071)

(Ez,y2) ~ (1072, 2,5 x 1012).

Se tiene entonces que

_ log(y2) —log(y1) _ 45

*~ log(E2) — log(E1)

Por lo tanto N N
20N 0,45 aiN 045-2 _ p-155
E IF « E = IF x E E .
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De la teoria se espera entonces que

1
1,55z% = p~21

Este valor estd muy cerca del esperado teéricamente, p = 2.

b) Usando el valor B = 10 uG se tiene que

€ 2
En ~ (1,93keV) (15500 ) -
De nuevo la respuesta no es tinica porque dependera del valor estimado a partir de la
figura. Si se usa el siguiente valor de energia de los fotones de sincrotrén cerca del maximo
de la distribucién espectral
E, ~0,5 keV,

entonces se obtiene
€ ~ 51 TeV.

c) Los electrones que emiten cerca del maximo flujo de sincrotrén son los mismos que emiten
cerca del maximo del flujo de rayos gamma, o sea, tienen una energia tipica de 50 TeV,
segun el calculo que se hizo en el paso anterior. Esto implica que su factor de Lorentz es

50 TeV
 mce2

~9,8x107.
Con una energia tipica de los fotones de la radiacion césmica de fondo,
kT = 8,617 x 107> - 2,73 eV ~ 0,000235 eV,
se esperan entonces rayos gamma con energias tipicas de
* - 0,000235 eV ~ 2,2 TeV

en el punto de maximo de la distribucién espectral de la figura, lo cual coincide muy bien
pues el modelo y los datos muestran un maximo justo cerca de 10'? eV.

Problema 4

El estudio de la evolucién de los sistemas binarios estelares ha ganado mucha importancia en
la tiltima década por el descubrimiento de las ondas gravitacionales. Sin embargo, estos sistemas
se han venido estudiando desde mucho antes. En este ejercicio, exploraremos qué puede pasar
con un sistema binario estrecho cuando la estrella mds masiva experimenta una explosién de
supernova, bajo un modelo simplificado conocido como el modelo de pérdida de masa instantdinea.

6/11



OLAA Problemas Propuestos para OLAA 2024
(2] I
M,
a
- - @ ———== >
CM
M, 1
U2

Figura 2: Sistema binario antes de la explosion.

Iniciaremos con un sistema de dos estrellas de masas M; y M, orbitando su centro de masa
(CM). Se denota al marco de referencia que se encuentra en reposo respecto al CM antes de
la explosion O. Diremos que respecto a O, Mjexplosion tiene una rapidez justo antes de la
explosién de v;, mientras que M, tiene una rapidez justo antes de la explosién de v,. Ademés,
vamos a definir la cantidad

2 _m =2 G(Mi+ My
Vorp = |01 = 02| = —————

a
como la rapidez orbital relativa del sistema, donde a es la mayor separacién del sistema. Pa-
ra simplificar los cdlculos, supondremos que las masas justo antes de la explosién tienen una
separacion de a.

Justo después de la explosién de supernova, como la pérdida de masa de la estrella se apro-
xima como instantdnea, supongamos que en lugar de la estrella de masa M;, queda un objeto
compacto de masa My, y tanto M1y como M, mantienen las rapideces y separacion que tenian
antes de la explosién. Se denota también como O’ al marco de referencia que se encuentra en

reposo respecto al nuevo centro de masa CM’ entre M7 y M.
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Figura 3: Sistema binario después de la explosion.

a) Muestre que, visto desde O, las rapideces v; y v, cumplen que

01 = Mo Uorbs
M + M

U2 = Lvorb-
M + M

b) Muestre que la velocidad de CM’ después de la explosion, desde O, cumple que

= AM
OCM = — 37 x5 %1

B M, ft M>
donde AM es la masa perdida por M; durante la explosion.

¢) Encuentre la energia mecanica del sistema binario después de la explosién en O0’, y muestre
que se puede simplificar de la forma

GM; s M> _
S

donde
M+ M»

m:m.

d) A partir de los resultados anteriores, encuentre cudl es el mayor porcentaje de masa que
puede perder el sistema binario y a la vez mantenerse ligado gravitacionalmente.
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Solucion Problema 4

a) Partimos de la definicién de la rapidez orbital relativa:

’7_}1 - 62’ = Uorp-

Como los vectores 71 y 92 son antiparalelos, se puede concluir que

B1 — o| = v1 + 02 = Vppp. (1)

Por otro lado, como nos encontramos en O, la rapidez del centro de masa es 0 antes de la
explosién, lo que a su vez significa que

lejl + M>9, . . M
Tt =0Ty = ——7,
M + M, 27 T M, !
o bien,
M,
= 1o 2
(%) szl ()

Evaluando (2) en (1), obtenemos que

Y —|—Mlv =70
1 M2 1 —VYorb

M + M, 0
1 M, —VCorb
M,

vl =—"—0
1 M1+M2 orb

Si de la velocidad del centro de masa se despeja 91 en lugar de ¥, y se evalia en (1),
llegariamos de la misma manera a que

My

V)= ——70
2 M1+M2 orb

b) Después de la explosion, ahora la velocidad del centro de masa seria

M0y + M0

oem = M]f +M, ’
Donde ya sabemos que 9, = —%61. Evaluando,
G Mo — M5y AM =
M My + M, Myf + M, v
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c) Justo después de la explosion, y visto desde (0, la energia total del sistema estaria dada
por

GM;+M
Ef: # 7M1f01+

1
a 2 MZU 2z

2

donde v'; y v'; son las rapideces de las masas medidas desde O’. Para poder simplificar la
expresion de la energia, es necesario expresar estas rapideces en términos de variables ya
conocidas.

Iniciamos con v'1:

L AM
v1—vl+mv1
o <M1f+M2+M1—M1f> ;
! M1f+M2
o <M1+Mz> My
P\ Mip+ My ) My + M,
v{— MZ Oorb

le—|-M2

Es importante notar que v,,;, es la rapidez orbital relativa antes de la explosién. Se procede
ahora con v):

M1_, AM
Mz M1f +M2
1

Mz(le + Mz)
/ (le(Ml +M2)> M>
Uy = Oorb
MZ(M‘lf —+ Mz) Mi + M,
le
/o
U2 M1f+szorh

Con estos resultados, se puede simplificar la energia total:
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GleMz 1 ) 1 )
Ef = —T + Elev/] + EMZUIZ
GMyifMy 1 M, S| My ¢ 2
Ef=——"—+4+ = —— A VI
f a + 2M1f (le + szorb> + 2M2 <M1f + szorh>
GMifMy, 1 MM 2
Er= =
4 a2 (Mg + Mg M2 M)
. _ GleMz 1 leMz 2
f= a 2M1f+M2 orb:

. L. .. MM,
Este es un resultado conocido de la mecénica celeste, donde la fraccién Mllg 7, Se conoce

como la masa reducida del sistema. Para terminar, usamos la definicién de la velocidad
orbital relativa para obtener que

_ GMys M N 1 MifMa G(M; + My)

Ef: a §M1f—|—M2 a

g, = _CMiyMa () M+ My

f- 2a Mif + Mp
GM;fM, _

Ef:—zig(z—m)

d) Para que el sistema se encuentre ligado gravitacionalmente, necesitamos que la energia
total sea negativa. Para cumplir esto, debe cumplirse que

2—-m>0

Acomodando la expresion, se llega a que

1
M1f+M2 > E(Ml +M2)

Esto significa que, para que el sistema se encuentre gravitacionalmente ligado después de
la explosion, se necesita que el sistema no pierda mas de un 50 % de la masa.
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